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Eigenstandigkeitserklarung

Ich erklére, daB ich die Arbeit ohne fremde Hilfe angefertigt und
nur die im Literaturverzeichnis angegebenen Hilfsmittel benutzt
habe.

Vorwort

Differentialrechnung lernt man doch schon im Mathematik-
unterricht, warum also eine Facharbeit dariuber schreiben?

Ich mdchte die Art und Weise, wie an der Schule Infinitesimal-
rechnung betrieben wird, kritisch betrachten: Die Ableitung einer
Funktion wird meist mit der Tangentensteigung am Graphen, das
Integral mit der Flache unter dem Graphen gleichgesetzt. Die
ganze Analysis scheint bloB auf Kurvendiskussionen abzuzielen.

Die Geometrie war sicherlich eine der ersten mathematischen
Disziplinen, sie ist in meinen Augen aber nicht die Grundlage flr
alle anderen. Es spricht umgekehrt eher flir die Analysis, daB sie
sich mit so groBem Erfolg auf die Geometrie anwenden 1a83t.

In der Physik gibt es aber auch genigend andere Anwendungen.
Ich meine, daB in der Differentialrechnung z.B. mit der Mechanik
der 11. Klasse starker facherubergreifend zusammengearbeitet
werden sollte, um richtige analytische Vorstellungen zu vermitteln,
anstatt dort manche GréBen auf dubiose Flachen in irgendwelchen
Diagrammen zurickzufihren!

In dieser Facharbeit habe ich mich bemlht, die Infinitesimal-
rechnung in ihrer Eigenstandigkeit hervorzuheben und von den
geometrischen Beispielen deutlich zu unterscheiden.

Manfred Hanke, im Januar 2002
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1. Rechnen mit Differentialen
1.1. Einfuhrung

Die Ableitung f'(x) einer differenzierbaren Funktion f: x — f(x)
beschreibt das lokale Anderungsverhalten. Sie ist als Grenzwert
des Differenzenquotienten Af/Ax (aus der Differenz der Funktions-
werte Af und der der Argumente Ax) fiur gegen Null strebende

S(x+dx)—f(x)
dx

Differenzen definiert: f(x) = dl;’mo

Sie wird auch als Differentialquotient df/dx bezeichnet.
Im Fischer Lexikon ([2], S. 109) findet sich hierzu:

dy/dx ist also als einheitliches Symbol aufzufassen. So erscheint die
Bezeichnung >Differentialquotient< als nicht korrekt. Fiir ihre Beibehaltung
gibt es einen historischen Grund. Von der Entdeckung der Differential-
rechnung (um 1700 durch Newton und Leibniz) an bis zur letzten
Jahrhundertwende hat man die Ableitung f'(xo) als Quotienten unendlich
kleiner Groflen, eben der >Differentiale<, aufgefaft. Das ist zwar rechnerisch
vielfach zweckmiBig, logisch aber nicht haltbar [...] .

Wie man im Folgenden sehen wird, ist es durchaus aufschluBBreich,
dennoch mit Differentialen zu arbeiten, so z.B. einen Differential-
quotienten f'(x) = df/dx in df = f'(x) - dx aufzuspalten. Man muf
aber vorsichtig sein, ein Differential ist kein algebraisches Symbol
fur einen konkreten Wert. (Wirde man es als Grenzwert einer
Differenz definieren, dann hatte es immer den Wert Null!)
Differentiale sind Objekte der Infinitesimalrechnung, die auf lokaler
Ebene funktionale Beziehungen :zwischen Variablen (zur
Wechselseitigkeit siehe 2.2.3.) beschreiben. Somit kann das
Differential einer Variable nur im Zusammenhang mit dem einer
anderen auftauchen - im Quotienten, was wieder einen konkreten
Wert ergibt, oder in einer Gleichung.

Philosophisch betrachtet vermitteln Differentiale eine determinis-
tische Einstellung: Kleine Ursachen haben kleine Wirkungen.
(Die Chaostheorie lehrt zwar, daB3 dies nicht immer zutrifft, solche
Systeme sollen hier jedoch nicht betrachtet werden!) Aus der

Kenntnis des Verhaltens einer Funktion im Kleinen kann man alles

4



Weitere ableiten, bzw. - mathematisch gesprochen - integrieren:
Die Funktion f wird aus ihrem Differential df bestimmt, indem man
diese kleinen Anderungen in unendlich kleinen Schritten aufaddiert:
Das Intervall [a=Xo, Xy=b] werde von den Stellen Xx; aufgeteilt,

wobei (X - Xi-1) — 0 fir N — «. Dann ist

fb) = fla)+ lim ¥ (fix) = fx,)) = fra)+ lim Y fleHx = x;.,)
fib) b

fib) = fla)+ [ df = fla)+ | flx)dx

fla) a

1.2. Funktionen von mehreren Veranderlichen

1.2.1. Partielle Ableitung und totales Differential

Fir Funktionen von mehreren Verdanderlichen kdnnen partielle
Ableitungen nach jeder unabhadngigen Variablen gebildet werden,
indem man alle anderen konstant halt und dann "normal ableitet".
Um hervorzuheben, daB es sich um eine partielle Ableitung
handelt, schreibt man meist im Differentialquotienten o statt d.
Beispiel: partielle Ableitung von f(x, y, z) nach y

ai = lim fix y+dy, z)— fix, v, 2)
ay dy =0 dy

Das totale Differential der Funktion ergibt sich unter
Beriicksichtigung aller unabhdngigen Variablen als Linear-
kombination der einzelnen Differentiale mit ihren partiellen

Ableitungen als Faktor: df = aidx + a—fdy + aldz.

ox dy 0z
Beispiel: g(x,y) = x2-.-¢e&*
dg = (2X . eX'y + X2 . eX'y . y) dX + (X2 . ex-y . X) dy

Sind die Funktionen hinreichend oft stetig-differenzierbar, kann
(nach [2], S.159) bei hoheren Ableitungen die Reihenfolge, nach
welcher Variable abgeleitet wird, vertauscht werden.

So ist z.B. i(al) = i[ai].
dy | ox dx | dy



1.2.2. Gradient eines Skalarfelds

Haben die unabhangigen Variablen die Bedeutung von Raum-

koordinaten, nennt man eine Funktion, die jedem Punkt eine Zahl

zuordnet, ein Skalarfeld. Man faBt die Koordinaten oft zu einer
GroBe, einem Vektor, zusammen: f(x,v,z)= f{ r ).
Das totale Differential kann man nun als Skalarprodukt auffassen:

df = (al.ai;ai]o(dx;dy;dz) = 7fod7

E)x’ay 0z
Der Vektor Vf heiBt Gradient von f und zeigt in Richtung der

starksten Felddnderung: Das Skalarprodukt df = ‘Vf‘-‘d_r"-cos(p ist
bei konstantem ‘d?‘ maximal, wenn |cos ¢| = 1, also dr parallel

Zu V f ist.

1.3. Naherungsformeln

Ersetzt man in einer Formel Differentiale durch Differenzen mit
echten Werten, erhdlt man N&herungsformeln, weil die
Grenzwertbildung fehlt, die natirlich um so besser stimmen, je
kleiner die Differenzen wirklich sind: df = f'(xg):dx wird zu
Af = f'(Xg)-Ax oder f(x) = f(Xgp) + f'(Xo):(X-Xp), die Funktion wird
also durch die der Tangente an den Graphen ersetzt -
Differentiation bedeutet Linearisierung.

Beispiel: Kleinwinkelnaherung fir xo = 0: sin X = X = tan x

Die allgemeinere Formel fiir das totale Differential ist Grundlage
der Fehlerrechnung: Bestimmt man aus den GréBen xi, Xz, ...,

die mit Fehlern von *AXx; behaftet sind, eine neue GréBe f, so kann
of

X

i -Ax, +

X

deren Fehler zu Af = -Ax, +... abgeschatzt werden.

1

Beispiel: Produkt P = Fi-F2; AP = F3:AF; + Fi-AF;
Die relativen Fehler addieren sich: AP/P = AFi/F1 + AF>/F>.
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1.4. Einfache geometrische Beispiele
1.4.1. Steigung

Da die Steigung (der Tangens des Steigungswinkels) einer Geraden

als Langenverhaltnis Ay/Ax von vertikaler und horizontaler Kathete
in einem Steigungsdreieck definiert ist, ist die lokale Steigung

des Graphens einer Funktion eben genau die Ableitung dy/dx.

1.4.2. Bogenlange

Die Bogenldnge einer vom Graphen der Funktion f (krummlinig)
begrenzten Figur kann nicht unmittelbar angegeben werden.

Man kann sich jedoch leicht den Zusammenhang der
Differentiale Uberlegen: Das Streckendifferential ds ¥ =Fx)

kann nach Pythagoras durch ds’=dx’ +dy’ ausgedriickt dsay
dx

werden. Wegen dy = f(x)-dx ist ds=1+ f'(x)*-dx
Die Lange des Kurvenstiicks zwischen x=a und x=b kdnnte damit

b
durch folgendes Integral berechnet werden: s=I1/1+f'(x)2 dx

Solche Integrale kdnnen allerdings in den meisten Fallen nicht

ausgewertet werden. Die Kettenlinie jedoch ist rektifizierbar:

X
t —t
—e
0

so(x)=€ —2e = Jf(x)*—1; die Bogenldnge kann also sogar mit

Zirkel und Lineal konstruiert werden. (Satz von Pythagoras!)

X -X

= f(x)=%

sfx) = [N+ £t ) d;:j\/g em2ve
0 0

Beispiel: f(x)= <1<
2

2t

==

0

1.4.3. Krimmung

Die durchschnittliche Krimmung eines Kurvenstlcks ist (nach [4],
S. 467) definiert als Verhéltnis der Anderung des Steigungs-
winkels At (im BogenmaB) zur Bogenlange As.

Die momentane Kriimmung K des Graphens der Funktion f ist
dementsprechend dt/ds, was man wie folgt berechnen kann:



7 _ 1 . ’ !
Wx)=arctan f(x) = dt/dx_—l+f'(x)2 [F(x)] (vgl. 2.1.)

_dr _ Qs e - fx)

ds NI+ f(x) -dx [1+f'(x)2]%

1.4.4. Flachenberechnung

K(x)

Anhand der Flache zwischen dem Graphen der positiven Funktion f
und der x-Achse wird die Integralrechnung meistens eingeflhrt.
Das Flachendifferential dA ist eine Rechtecksflache dA = f(x)-dx,

X
somit ist die Gesamtflache zwischen x=X; und x=x> A = If(x)dx.

|

Ist eine Kurve in Polarkoordinaten, also der Abstand
r vom Ursprung in Abhangigkeit vom Winkel ¢ mit

einer festen Achse, gegeben, kann man leicht die

Flache im Innern der Kurve berechnen: dA ist eine
Dreiecksflache, dA = 1/2 - r - (r-do).

(%]
Die Flache des Sektors zwischen ¢; und ¢ ist also A = éj-r(go)z do .
[

Beispiel: Ellipse (aus [4], S. 482)
p P

= Ala) =2 | ————

) 1+&-cos@ - (@) 2 '0[(1+8-cos(p)2

! dp = .. (siehe 2.3.5.)

1.5. Stochastik kontinuierlicher ZufallsqroBen

Fir kontinuierliche ZufallsgréBen X gibt es keine Elementar-
ereignisse der Art X=x mehr. Dem entspricht nun stets ein
infinitesimal kleines Intervall x < X < x+4+dx. Die Wahrschein-

lichkeitsverteilung ergibt sich dann als W(x) = lim Plx< ng x+dx)
x = Ix

Wegen P(x<X<x+dx)= F(x+dx)-F(x) ist W genau die Ableitung

der kumulativen Verteilungsfunktion F, die umgekehrt nun statt

durch eine Summe durch das Integral F(x) = jW(x*)dx* berech-

net werden kann. Entsprechend ergeben sich die Formeln flr

Erwartungswert u = jx-W(x)dx und Varianz o2 = j(x—u)z-W(x)dx.

—o0
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Ist Y eine Funktion x —» vy einer kontinuierlichen, nach Wyx
verteilten ZufallsgréBe X, kann man deren Wahrscheinlichkeits-
verteilung W, durch Ubergang zur GréBe X herleiten:

(y<YSy+dy)

W(y) _ dllmo P - lim P(x(y)< X Sx(y+dy)) — lim P(x(y)< X Sx(y)+dx)vdx

dy dy—0 dy dx—0 dy -dx

(1.3. gilt fur Differentiale exakt: x(y+dy) = x(y)+j—;‘~dy = x(y)+dx.

Die Funktion muB stetig sein, dann strebt mit dy auch dx — 0.)

dx
dy
Herleitung nur flr positive dx/dy, also monoton steigende x(y),

Somit ist W, (y) = W, (x(y))- . Der Betrag ist notwendig, weil die

gilt. Ansonsten milBte die Aussage "y <Y <y+dy" durch

"x > X = x+dx" ersetzt werden.

Beispiel: siehe S. 10.
Die ausfihrliche Berechnung liegt im Anhang vor.

2. Rechentechniken

Um mit Differentialen rechnen zu kdnnen, muB man Differential-

und Integralrechnung beherrschen.

2.1. Grundfunktionen (vgl. [1], S. 62, S. 66)

Es ist praktisch, auf eine Tabelle von Grundfunktionen mit ihren

Ableitungen und Stammfunktionen zurtckgreifen zu kdnnen:

Ableitung f'(x) Funktion f(x) Stammfunktion F(x)
n-x"! X" X"/ (n+1) fir n=-1
-1/x2 1/x In |x|

e* e* e*
COS X sin X - COS X
- sin X COS X sin X
(1-x2)%2 arcsin x
(vgl. 2.2.3)
1/(1+x2) arctan x




zu 1.5.: Beispiel fur kontinuierliche Verteilungen
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2.2. Differentiation

Jede Funktion, die aus Grundfunktionen und -operatoren aufgebaut
ist, kann auch abgeleitet werden!

Zur Schreibweise: "Nach x ableiten" wird im Folgenden oft durch
den Differentialoperator d/dx ausgedriickt, bei benannten

Funktionen wird die Strichschreibweise beibehalten.

2.2.1. Linearitats-Gesetze

Summenregel: d/dx [f(x)+g(x)] = f'(x) + g'(x)
Regel vom konstanten Faktor: d/dx [c-f(x)] = ¢ - f'(X)
Diese beiden Satze lassen sich einfach beweisen, indem man sie

auf die entsprechenden Satze flir Grenzwerte zurickfihrt.

2.2.2. Produkt- und Kettenregel, Quotientenregel
Produktregel: d/dx [f(x)-g(x)] = f'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

Diese Regel kann durch geeignete Umformung des Differenzen-

quotienten-Grenzwerts bewiesen werden.
Kettenregel: f(x) = A(I(x)) = f'(x) = A'(I(x))-I'(x)

Die Kettenregel kann man sehr gut verstehen, wenn man sie mit
Differentialquotienten formuliert: a_daa d
dx dl  dx
Der ausfiihrliche Beweis lautet:
P = lim A =ATG)) (A<i1_>—4(io> . I(x,)—l(xo)]

XX xl —_ xO X=X

; miti; =1(x;)
L= X~ X

Es muB vorausgesetzt werden, daB I differenzierbar und damit
stetig ist. Dann strebt i;-ip mit x;-xo gegen Null. Auch A muf

differenzierbar sein, dann existieren die einzelnen Grenzwerte:

f,(xo) — llm A(ll)_A(lo) . lim I(xl)_l(xo)

i; i l1 _l() X] =X Xl —XO

= Ay I'(x,)

Quotientenregel: <

Z(x) ) _ Z(x)N(x)-Z(x)N'(x)
dx

N(x) (N(x))
Beweis mit Produkt- und Kettenregel fliir Z(x) - [1/N(x)]

11



2.2.3. Ableitung der Umkehrfunktion

Funktion und Umkehrfunktion dricken den selben Zusammen-

hang zwischen den Variablen aus, nur wird jeweils die andere als
unabhangige Variable betrachtet. Hat f: x —» y(x) als Ableitung
f'(x) = dy/dx, so ist von der Umkehrfunktion fl:y — x(y) die
Ableitung durch dx/dy = 1/f'(x) gegeben, sie muB nur noch
mittels x = f1(y) in Abhdngigkeit von y (als unabh&ngiger Variable
der Umkehrfunktion) formuliert werden: [f1]'(y) = 1/f'(fF}(y)).

Beispiele: trigonometrische Arcusfunktionen
y = sin x hat fur xe[-n/2; ©/2] als Umkehrfunktion x = arcsin vy.
dy d (sin x) . 2 . d (arcsin y) dx 1
Wegen — = ——— = = 41- st ——— = — = ——.
d . . cos x (sm x) 2 % - yZ

y = tan x hat fir xe[-n/2; n/2] als Umkehrfunktion x = arctan vy.

d d . 1 1 . -1 .
D= L sinx- = CcosXx- + sinx- - (=sin x) = 1+ (tan x)*
dx dx cos X cos X (cos x)

d(arctan y) _ dx 1 1

Also ist >
dy dy 1+ (tan x) I+y

5

2.3. Integration

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
ist die Integration die Umkehrung der Differentiation: Ist F(x)

Stammfunktion der stetigen Funktion f(x), ist also d/dx F(x) = f(x),
b

werden bestimmte Integrale nach jf(x)dx = F(b)-F(a) berechnet.

Integration ist also in der Praxis mit der Suche nach einer
Stammfunktion gleichzusetzen. Welche Herausforderung das
manchmal sein kann zeigt wohl am besten der folgende Spruch:
"Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst."

Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) wird meist mit dem
unbestimmten Integral F(x) = [f(x) dx + C bezeichnet und
darauf hingewiesen, da3 das Gleichheitszeichen hier nicht transitiv
verwendet werden darf (z.B. in [1], S. 66). Dieses berticksichtigend

wird im Folgenden der Einfachheit halber das "+ C" weggelassen.

12



2.3.1. Linearitats-Gesetze
Die Gesetze, die sich aus den Grenzwert-Satzen folgern lassen,

gelten auch fir die Integration:
[ fo0)+g(x) dx = [f(x) dx + | g(x) dx
[cf(x) dx = c-[f(x) dx

2.3.2. Partielle Integration

Firs Integrieren gibt es keine Produktregel wie flirs Ableiten:
(- 890) = f)- 80+ )-8 ).

L6st man aber hier nach fix)-¢(x) auf und integriert die Gleichung

unter Anwendung des HDIs, erhdlt man die Formel flir die
partielle Integration jf(x)-g’(x)dx = f(x).g(x)—jf’(x)g(x)dx.

Diese Methode fihrt also das Integral eines Produkts auf das
Integral eines anderen Produkts zurlick, bei dem ein Faktor
abgeleitet und der andere integriert wurde - unter Umstanden kann
man das neue Integral im Gegensatz zum vorherigen |&sen.
Typische Anwendungs-Beispiele:
1. Manche Integrale kénnen geldst werden, indem man erst ein
Produkt mit dem Faktor 1 erzeugt:
Ilnxdx = Jlnx-ldx = lnx-x—_'-l-xdx = x-lnx—x

x

2. Ist der erste Faktor ein Polynom und verkompliziert sich der
zweite bei mehrmaligem Integrieren nicht, kann man das Integral
durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration
auswerten:

.[xz-cosxdx = xz-sinx—JZ)c-sinxdx = xz-sinx—(Zx-(—cosx)—jZ-(—cosx)dx)

= x2-5inx + 2x-cosx - 2-sinx

3. Flr den Fall, daB sich ein Integral reproduziert kann man die
Gleichung danach auflésen:
jex-cosxdx = ex-sinx—Jex-sinxdx = ex-sinx—(ex-(—cosx)—jex-(—cosx)dx)

= Z-Iex-cosxdx = ¢*-(sin x+cos x)

13



2.3.3. Integration durch Substitution

Mit der Umkehrung der Kettenregel kann man das Produkt einer

zusammengesetzten Funktion und der Ableitung der inneren

Funktion integrieren: jf(g(x)).g’(x) dx = F(g(x)) mit F(t) = ff(r)dt.

Mit Differentialen formuliert die Leibnitz'sche Schreibweise das als
[#esen-Sar=[fg)ds = Frg).

In der Praxis wird ein derartiges Produkts schnell (und dankbar)
erkannt, wenn man bei der Suche nach einer Stammfunktion die
Kettenregel halbwegs im Auge behalt.

Wichtige Spezialfdlle sind hierbei f(x) = 1/x und f(x) = -1/x;

g'(x) , _
o(x) dx = ln|g(x)| .

zusammengefaBt ergibt sich j

—sin x

Beispiel: ftanx dx = — J

dx = —ln|c0sx|
coS X

Die zweite und wichtigere Anwendungsmadglichkeit, die eher den
Charakter einer Substitution hat, ergibt sich, wenn man die

Formel andersherum liest. Mit gangigeren Variablen lautet sie:

If(x)dx:ff(x(u))~j—xdu. Das Verfahren kann erfolgbringend
u

angewendet werden, wenn im urspringlichen Funktionsterm f(x)
ein Term als u(x) substituiert werden kann. Durch Einsetzen der
Umkehrfunktion x(u) ergibt sich dann eine einfachere Funktion.
Beispiel:

I(X):J-Sl.l’l\/;dx; \/;:;u =3 x:u2 ﬂ

du
I(x)= J-sinu-2udu = 2u~(—cosu)—J2~(—c0su)du =-2u-cosu+2-sinu

I(x)= 2-(sin\/;—\/;-cos\/;)

=2u

2.3.4. Integration gebrochen-rationaler Funktion durch
Partialbruchzerlegung

Flr gebrochen-rationale Funktionen (Brliiche von Polynomen) gibt

es zur Integration keine Umkehrung der Quotientenregel!
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AuBerdem muB ein solches Integral nicht wieder eine gebrochen-
rationale Funktion ergeben, wie schon J1/xdx =Inx zeigt.
Fir alle anderen n # -1 ist | x"dx = x™*! / (n+1). Damit kann
man schon alle Partialbriiche der Art a / (x+b)" integrieren.

Jede gebrochen-rationale Funktion kann (nach [4], S. 599) als
Summe geeigneter Partialbriiche dargestellt werden. Dazu mufB
zuerst der Nenner (Uber seine Nullstellen) faktorisiert werden. Flr
jeden Linearfaktor (x-o;) setzt man dann einen Partialbruch
Ai/(x-a;) mit unbestimmten Koeffizienten A; an; tritt er in der n-ten
Potenz als (x-a;)" auf, werden dafiir die folgenden n Partialbriiche
angesetzt: A;o/(X-0)" + Ain-1/(X-0)" + ... + A1/ (X-o).

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich (bei den x-
Potenzen) erhdlt man ein Gleichungssystem flr die Unbekannten
der Partialbriiche. Daraufhin kdnnen die Integrale gebildet werden.

6x2 —22x+18 6x2—22x+18 A B C
= + +

Beispiel: f(x) = = =
x3—6x2+11x-6 (x=1)(x-2)(x-3) x—-1 x-2 x-3

6x2—22x+18 = A(x—2)(x—-3)+B{(x—1){x-3)+C{x—1){x—-2)
= A(x*-5x+6)+B{(x?—4x+3)+C-(x*-3x+2)

[x?]:6 = A+B+C A=1
= {[x]:-22=-5A-4B-3C & {B=2
[1]:18 = 6A+3B+2C C=3
1 2 3
[fx)dx = [—+——+——dx = In|x=1| + 2-In|x—=2 + 3-In|x—3
x-1 x-2 x-3

Nicht immer |aBt sich der Nenner in Linearfaktoren zerlegen.

Irreduzible quadratische Restfaktoren ((x-a)>+5°) werden mit

% angesetzt, diese Partialbriiche kénnen folgendermaBen

(x—a) +

integriert werden: jz'(x—:“)zdx = In|(x—af+b”|  (vgl. 2.3.3.)
(x—a) +b

j;dx _ é“”cm”‘x;—a (vgl. 2.1.)

(x—a) +b°
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FUr irreduzible quadratische Faktoren in héherer Potenz kombi-
niert man beide Ansatze. In einer Integraltabelle ([4'], S. 137)
findet man fur I(x) :I Ax+ B

—7dx folgende Rekursionsformel:
(ax?+2bx+c)

1 | (aB—bA)x +(bB - cA _dx
2k<(ac — b?) (ax2+2bx+c)
Ruckwarts kann man diese Formel (mit dem HDI) leicht beweisen.

I(x) =

Yy (2k—1)-(aB- bA)j
(ax? + 2bx + ¢)

x2+1 J'Ax+B Cx+D _J 1-q? + 1

Beispiel: I dx dx =

g T e (2+q)  2tq

I (11-¢2)-0)-x+0-0) | (vt o oy
0){ +(1{1(1-¢2)-0)-

1 X
= 1 dx; + —arctan—
21(l-q2 - (X2 + q?)

X2+ q? q q

= L-(M—F(l-qz)-larctanf + (2q2)-larctan£]

27 \ X*+¢q? q q q q
1 1-g2)-x 1+¢g2 X

= L[ L) +—L . arctan=
2> \ x¥*+q? q q

2.3.5. Substitution fir Quotienten von trigonometrischen
Polynomen

Das Integral eines Quotienten von Summen von Potenzen von
sin x, cos x oder tan x kann durch die Substitution #(x)=tan; auf

ein nach 2.3.4. berechenbares Integral zurickgefuhrt werden, weil

sowohl diese Terme nach der Substitution mit den

. 2-t 1-1¢2 2.t
Halbtangensformeln sinx = , COSX = und tanx = ,
1+1¢2 1412 1—1¢?

als auch die Ableitung der Umkehrfunktion @ _ dQarciant) 2
dt dt 1+7

gebrochen-rationale Funktionen sind.

Beispiel von 1.4.4.: J— do = ! = [J)]m ™
0 (l +& cos(p) 0 [ 1- 1) 2
l+e—
1+#9)

. 1+12 )2 2 1+12 1+¢
mit J(z) = dt = 2- dt © g?=—"
I((1+t2)+e (A=) 1412 '[((1+£)+(1—£)-t2)2 R

J(t) = I s . = 2 [ ! -arctani—e—'tj

(q2+t2 234, 1-e2 | (1-€)-q g (+e&)+1-e)1

J(0) = 0, damit wird fur den Ellipsen-Sektor A(a ) = p?z-]( tan).
2
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3. GewoOhnliche Differentialgleichungen
3.1. Definitionen (nach [5], S. 1 ff.)

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Beziehung (in Form
einer Gleichung) zwischen einer Funktion und mindestens einer
ihrer Ableitungen. Die Ordnung einer DGL bezeichnet die Ordnung
der héchsten vorkommenden Ableitung. Eine partikuldre Losung
ist eine Funktion, die die Gleichung identisch erflllt, wenn man ihre
entsprechenden Ableitungen einsetzt. Die Ldsung ist nicht
eindeutig; die vollstandige Losung einer DGL n-ter Ordnung ist
im Allgemeinen eine n-parametrige Funktionenschar. Eine DGL
heiBt gewohnlich (im Unterschied zu partiell), wenn die Funktion

nur von einer Variable abhangig ist.

Im Folgenden bezeichnet x die unabhdngige und y die abhdngige

Variable, die gesuchte Funktion ist also y(x).

3.2. Differentialgleichungen erster Ordnung und ersten
Grades

Tritt bei DGL erster Ordnung die Ableitung nur in Potenzen und
nicht als Argument komplizierterer Funktionen auf, ist die DGL also
ein Polynom in der ersten Ableitung, nennt man die hdchste
auftretende Potenz den Grad der DGL erster Ordnung.

Kann man die entsprechende algebraische Gleichung |&sen, so
kann eine solche DGL erster Ordnung auf mehrere separate DGL
erster Ordnung und ersten Grades zurickgefiuhrt werden. Dabei
kann y' explizit als y' = f(x, y) dargestellt werden, d.h. die
Ableitung ist in Abhangigkeit von dem Argument und dem
Funktionswert gegeben.

Beispiel: (y)2 - (y + cos x):y' + y:cosx = 0

Diese DGL erster Ordnung und zweiten Grades kann durch zwei
DGL erster Ordnung und ersten Grades ersetzt werden:

(y'-y)-(y'-cosx) =0 & y' =y oder y'=cosx
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3.2.1. Trennen der Variablen

Dieses Verfahren kann auf den Spezialfall von y'=f(x, y)
angewendet werden, bei dem f(x, y) in Faktoren zerfallt, die
jeweils nur von einer Variable abhdngen. Die DGL laBt sich also
folgendermaBen formulieren: y' = dy/dx = g(x) / h(y).

Hier konnen die Differentiale getrennt und separat integriert
werden: g(x) dx = h(y)dy < J[g(x)dx =[h(y)dy + C. Das ist
schon die L&sung, lediglich in impliziter Form. Die explizite Ldsung
erhalt man nur, wenn die Gleichung nach y aufgeldst werden kann.
Beispiel: y' = dy/dx =y < 1/ydy =dx

[1/ydy=]dx+C & Iny=x+C & y=e

C ist der willkirliche Parameter der vollstandigen L6sung und
nicht bloB eine Integrationskonstante. Ist die partikuldare Lésung
gesucht, die das Wertepaar (Xo, Yo) enthalt, kann man (nach [3],

S.95) die Differentiale direkt von diesem Punkt aus aufsummieren

X y
und mit bestimmten Integralen ansetzen: jg(x*)dx* = jh( Ve dy*

X0 Yo

3.2.2. Exakte Differentialgleichungen

Eine Funktion y(x) sei implizit durch f(x, y) = 0 formuliert. Das

totale Differential von f muB verschwinden, weil f konstant ist.
Soist nach 1.2.1. df = Lax+Lay = 0.
dx dy

b _ _85Y) yann genauso als g(x y)dx+h(x, y)dy = 0
dx h(x, y)

geschrieben werden. Ist die DGL exakt, d.h. stellt sie das totale
Differential einer Funktion f(x, y) dar, so ist (nach [5], S. 12)
f(x, y) = C die vollstdandige L6sung.

Eine DGL y’ =

Die Integrabilitatsbedingung gibt Auskunft, ob sich Uberhaupt

ein f(x, y) finden laBt, das gzai und hzal erflllt. Falls es sich um

ox dy
partielle Ableitungen von f handelt, missen nach 1.2.1. folgende
zweite Ableitungen gleich sein: % _ a—h, weil i(al) = i[ai).
dy ox dy ox | dy
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Die Funktion f kann dann durch einfache Integrationen erhalten

werden: jg(x,y)dx kann sich von f(x, y) hdchstens durch einen
addierten Term unterscheiden, der nicht von x abhangt, da dieser
beim (partiellen) Ableiten nach x wegfallen wirde. Man erhalt f

durch Vergleich mit jh(x,y)dy, flir das Entsprechendes beziglich
eines von y unabhangigen Term gilt.

Beispiel: (x-ex + y-e* )-dx + e -dy=0

Die Integrabilititsbedingung aa—y(x-ex+y-ex) e aa—x(eX) ist erfallt. Es
st [we" + ye* dx = (xe" = [le'dr)+ ye* = (=14 y)-¢* und [ dy = y-e".
Der Term (x-1)-¢* ist aus dem zweiten Integral nicht hervorgegan-

gen, weil er sich dort nur wie eine Integrationskonstante verhalt.

Die vollstandige Ldsung lautet somit (x—1+y)-e* = C; sie kann

sogar explizit dargestellt werden: y = C-e™ +1—-x.

3.2.3. Integrierende Faktoren

Ist eine DGL nicht exakt, kann sie durch Erweitern mit einem
geeigneten Faktor m (einem Euler'schen Multiplikator) zu einer
exakten DGL gemacht werden.

Setzt man m als unbekannte Funktion m(x, y) an dann lautet die
DGL (von 3.2.2.) g(x,y)m(x,y)-dx + h(x,y)-m(x,y)-dy = 0. Die

Integrabilitatsbedingung wird zu einer partiellen DGL fir m(x, y):

om(x, y)

g (x, y) m(x,y)+h(x, y)- P
— X

dm(x,y) _ Oh(x,y)
dy

Im Allgemeinen ist es naturlich viel zu schwierig, diese vollstandig

-m(x, y)+ g(-x’ )’)

zu lésen. Aber es reicht ja bereits, eine partikuldare Lésung zu
finden. Wenn man keine LOsung erraten kann, sollte man es noch
mit Funktionen m versuchen, die nur von einer Variable abhangen.
Dann sind die jeweils anderen partiellen Ableitungen Null, man

erhdlt eine gewohnliche DGL, die man vielleicht 16sen kann.
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Beispiel: y = —(x+y) & (x+y)-dx+1-dy = 0. Diese DGL ist wegen
ai(x+y):1 # 81(1)20 nicht exakt; fur (x+y) m-dx+m-dy =0
y X

lautet die Integrabilitatsbedingung 1-m+(x+y)-a—m = B_m. Ist m nur

dy ox

von x abhangig, kdnnen in m = C;—m die Variablen getrennt werden
X

(vgl. 3.2.1.) und es ergibt sich m(x) = ¢*". Setzt man z. B. mc=o

in die urspringliche DGL ein, ergibt sich (x+y)-e*-dx + ¢*-dy =0,

eine exakte DGL, die bereits in 3.2.2. gelést wurde.

3.2.4. Richtungsfelder

Eine DGL y' = f(X, y) kann man geometrisch interpretieren: Jedem

Punkt (x, y) der Ebene wird eine Tangentensteigung y' zuge-
ordnet. Zeichnet man Uberall dort ein Linienelement, eine theo-
retisch infinitesimal kleine Strecke mit dieser Steigung, entsteht
das Richtungsfeld der DGL. In Wirklichkeit kbnnen nattrlich nur
an endlich vielen Punkten kurze Strecken gezeichnet werden.
Solche Richtungsfelder kénnen einfach mit einem Computer
erstellt werden. Ein paar Dinge sollten jedoch beachtet werden:

- Es empfiehlt sich, alle Linienelemente mit der gleichen Ldnge As

zu zeichnen. Dann muB die x-Komponente Ax=—2__ petra-

VI+(yY )
gen, Ay ergibt sich natirlich zu Ay=y"-Ax (vgl. 1.4.2.,(1.)4.1.).
- Die Strecke As sollte mindestens 30 Pixel betragen, damit ver-
schiedene Steigungen entsprechend aufgeldst werden.
- Der Abstand d der Punkte liegt in der GroBenordnung von As.
Gute Bilder erhalt man fir As = 0,8 d, dann ist jede Linie einzeln

zu erkennen, oder As = 1,5 d, dann Uberlappen sie sich teilweise.

\\\\\\\\\\\\\\\ L T T B Bt i AR
o, my+x N NN L L L R R s \\\\\\
BEISp/eI. y = T e e :tx}}} } } 1\} /5;;//——*3*— ‘Q\\\§}\
mx—y e NN Y /// N
2 =il ////// Wi
mit m:iﬁ Cpii NN TPl L) /////
3 N S {J\
o - USRIz T TN = //
in einem beliebigen i1 1 KT e { WS
Bereich um (0; 0) IR [ AN
! RTINS
As =0,8d As=1,5d



Richtungsfelder lassen erkennen, wie die Losung der DGL ungefahr
aussehen wird. So kann man auch einmal eine Losung erraten:
Wer von den gezeigten Bildern an logarithmische Spiralen erinnert

wird, kann deren Richtigkeit als Losung durch Einsetzen bestatigen;

— Y-t
r((p):C-ey'(p - x(t)=C-e’  -cost
yt)=C-e¥ " sint

Y= d%, _ y-e' sint+e’ " -cost Yy +x

d cp
dyx X T = ;  Yy=m |6st die DGL.
d%t J/'ey 'COSl+e‘y -(—sin[) y-x—y

3.2.5. Homogene Differentialgleichungen

Als homogen werden in diesem Zusammenhang DGL y' = f(x, y)
bezeichnet, fur die f(t-x, t-y) = f(x, y) ist. Das Richtungsfeld und
die Losungskurven sind dann maBstabsunabhangig (vgl. Beispiel
aus 3.2.4.). Die Substitution y(x) =: v(x):x fahrt immer zu einer

DGL, deren Variablen getrennt werden kénnen:
i(v-)c) = ﬂ-)c+v-] = flx,vx)= f(Lv)= f*(v)
dx dx

, my+x

Beispiel aus 3.2.4.: y =

mx—y
dv mvx + x dv my +1 my +1—my + 2
—x+v = & —x = -V =—
dx m-x — vx dx m-—v m-—v
. - 1
Trennen der Variablen: =~ av = ~dx;
1+v2 X

Integration: m-arctanv —i-ln|1+v2| = ln|x|+C (vgl. 2.3.4.)
2

2
1+
x2

Resubstitution: m-arctan? — l~ln

= ln|x|+C
X 2

Durch Einsetzen kann man nachweisen, daB die Ldsung, die in

3.2.4. bewiesen wurde, zu dieser impliziten Form aquivalent ist.

3.3. Kurvenscharen

3.3.1. Aufstellen der Differentialgleichung

Die vollstandige Lbosung einer DGL erster Ordnung stellt in der

Regel eine einparametrige Kurvenschar dar.
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Umgekehrt kann eine Kurvenschar meist durch eine DGL
beschrieben werden:

Die Kurvenschar mit dem Parameter a sei implizit durch
f(x, y, @) = 0 gegeben. FlUr die Differentiale gilt dann (totales

Differential, sieche 1.2.1.): ?dx+aidy+alda =0.
X

dy da
Eine Gleichung, die die Beziehung zwischen den Punkten einer

einzelnen Kurve ausdrickt, ergibt sich fir da = 0, weil langs einer
solchen Kurve der Scharparameter a konstant bleibt. Berick-
sichtigt man beide Gleichungen, kann man a eliminieren:

f(x,y,a) =0 und al+ai-d—y = 0 fihren zur DGL der Kurvenschar.

dx dy dx
Beispiel: (x—a)*+(y—a) =a*> & xX2+y?—2a{x+y)+a®>=0

a—Xx

Es muB gelten: 2(x—a)+2(y-a)y =0 = y =-

a-y
a kann direkt aus der Gleichung der Kurvenschar erhalten werden:

2 +JA(x2 + 20y + ) — (2 + 32
iy = wry) \/(x+2xy+y) (+ ) = x+yt,2xy

Da durch jeden Punkt zwei Kreise verlaufen, wird die Schar von

zwei DGL dargestellt: .yt e y—[2xy
X +4/2xy X —4/2xy
. . . \\\\\\\\ R T f"’/ ////// \t\\\\
NN NN P e N Y
Dle Zugehorlgen I L e
N =
H RN it
Richtungsfelder SRR IV ey
NN N N e ~NV | prrrs
R NS s
schauen so aus: By I I
s e
. . — S Y
(MaBStab belleblg) L B T U SN N AR NN
L e R L Y
L NN N e S NN NN Y
PN NN e A L

3.3.2. Enveloppen

Zu einer Kurvenschar kann es eine einhiillende Kurve,

Enveloppe, geben, die alle Kurven der Schar berlhrt.

Die Enveloppe zur implizit durch f(Xx,y, a) =0 gegebenen
Kurvenschar kann (nach [4], S. 202) aus aizo erhalten werden,

da

wenn a wieder mittels der Ausgangsgleichung eliminiert wird.
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Die Hullkurve besteht aus den Schnittpunkten der Kurven, die zu
den Parameterwerten a und a+da (fir infinitesimal kleines da)
gehoren. Die Differenz der jeweiligen impliziten Gleichungen
f(x,y,a+da)- f(x,y,a) =0 stellt genau die Bedingung dar, daB die

partielle Ableitung von f nach a verschwinden muB.

Beispiel von 3.3.1.: x2+y?2-2a(x+y)+a? =0
Fir eine Enveloppe muB gelten: —2(x+y)+2a =0 = a=x+y.
Eingesetzt ergibt sich x2+y2—(x+y)>’ =0 = -2xy=0.

Die x- (y=0) und die y-Achse (x=0) sind Hullkurven der Schar.

3.3.3. Isogonale Trajektorien

Kurven, die jede Kurve einer Schar unter einem bestimmten
Winkel ¢ schneiden, werden isogonale Trajektorien genannt. Ist
speziell ¢ = 90°, spricht man von orthogonalen Trajektorien.
Isogonale Trajektorien kdnnen leicht erhalten werden, wenn die
Kurvenschar durch eine DGL y' = f(x, y) darstellt ist: Ist o der
Steigungswinkel einer Kurve der Schar an einem Punkt (X, y), so
muB fur den der Trajektorie or gelten: ar - o = ¢. FUr die Tangens
der Winkel gilt, wenn man nach 1.4.1. tan o =y' und tan oar = y7'
einsetzt, sowie zur Abkirzung tan ¢ =: m schreibt:

tanog, —tano Y, =y

tan (o, —at) = =
l+wna,-tanoe 1+ y, -y

- =tan@ = m

Das kann leicht nach y;' aufgelést werden. Man erhéalt die DGL der

Trajektorien-Schar: y.' = m+y

1-m-y
Die DGL der orthogonalen Trajektorien kdnnte aus dieser
Formel als Grenzwert fir m — « erhalten werden. Man kann sich
aber auch leicht (berlegen, daB die Senkrechte zur Steigung

y = " durch Vo = & —i, dargestellt wird.

dx dy y
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Beispiel: x?+ y?=a? (konzentrische Kreise um den Ursprung)
DGL (nach 3.3.1.): 2x-dx+2y-dy=0 & y =-2
y

m—% Ly — ®.
Trajektorien: y,' = y M ymX MU YEX it m* = -m
1+m-% y+m-x m*-x—y
y

Diese DGL wird von logarithmischen Spiralen geldst, wie in 3.2.4.

und 3.2.5. bereits gezeigt wurde.

orthogonale Trajektorien: y, =< = 1y, =C-x

X

Alle Ursprungsgeraden schneiden die Kreisschar senkrecht.

3.4. Differentialgleichungen hoherer Ordnunq

Das Kalkul der Differentiale kann hervorragend auf DGL erster
Ordnung angewendet werden, weil diese nur den funktionalen
Zusammenhang zweier Variablen beschreiben.

Bei DGL hoéherer Ordnung besteht a priori ein Unterschied
zwischen abhangiger und unabhangiger Variable. Zwar kénnen die
bisherigen Losungsmethoden nicht direkt ilibertragen werden,
viele Fdlle kdnnen jedoch auf DGL erster Ordnung zurtickgefihrt
werden.

Fir lineare DGL [ (x)-y" + f, (x)- "™ +..+ fi(x)- Y + fy(x)- y = g(x)
gabe es relativ allgemeine Lésungsverfahren (siehe [5], S. 92 ff.),
zum AbschluB soll jedoch nur noch die homogene lineare DGL
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erwdhnt

werden: y'+2a-y+b-y =0 hat fir b>a?> die gedampfte harmo-
nische Schwingung y(x):A-e*“'x-sin(«/b—az-x+B) als vollstandige

Losung. Diese DGL tritt in der Physik haufig auf, z.B. beim
Federpendel oder bei elektromagnetischen Schwingkreisen.
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4. Anhang

Die ausfuhrlichen Berechnungen zur kontinuierlichen Wahrschein-

lichkeitsverteilung des physikalischen Beispiels von 1.5. finden sich

erst hier, weil sie etwas aufwendig, aber trotzdem interessant sind.

4.1. Bendétigte Integrale
Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, einige Integrale allgemein zu

formulieren und dann o6fters auf sie zurtckgreifen zu kénnen:

o b k+l oo
S: Jvk e dy = I(a_l/z uy( e a du = a2 -Juk ™ du
0 0 0
(Substitution v = w2 & v=a""u = dv=a"?-du)

R: Rekursionsformel J, = Iuk e gy = X -Iuk_z e du
0 0
durch partielle Integration fir J, = j(-%uk‘l)-(-zu-e“”)du:
0

J = {(—luk_l)-e_uz:‘ —j(-ﬂuk*)-e—“z du = [0—0]+E-juk‘2-e—“2 du
2 0 0 2 2 0
Io: J-e_“2 du = i (aus [4'], S. 159); Ii: J.u-e_“2 du = [—%e_”z} !
0

0 2 0

4.2. Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung W, der Geschwindigkeitsbetrage

in einem idealen Gas der Molekilmasse m und der Temperatur T

lautet: W(v)=y-vz-e*" mit a = )
2.k-T

(aus: Gerthsen., Vogel: "Physik", Springer Verlag, Berlin 1993)

4.2.1. Normierungsfaktor

oo

oo -1 -1
IWv(v)dv:l = j/z“vz-e_“'vzdv} = {a—yz'i_ﬁ} -

0 S.R.1y) 2 2

2
a¥

4
N
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4.2.2. Mittlere Geschwindigkeit

— T h —ov? 4 3oy 2 g | 2 n
Vy = V'WV(V)dV:’)/- V3'€a dv = (_a )a 1_:_a
! -([ (S,R,1}) \/; 5 \/;
.. . - 2 2-k-T
Setzt man den Wert flr o ein, erhdlt man v = —- k
Ve V' om

Der Standardansatz der Thermodynamik ist %-m? = %-I«T, also

ist V12 = 2%T Im Vergleich mit ¥ ergibt sich ein konstanter

m

Korrekturfaktor: v = /314/5 ~ 092134/ V2 .
T

4.2.3. Maximum der Verteilung

Es ist ddi = 7/-(2v‘e_a'vz+ vZ'e_a'Vz-(—206‘v)) =2yv-e*V.(1-a-v?); die
%
Ableitung geht bei v,,, = a™* durch Null. Der mittlere Wert v ist

: : 2 . :
also immer um einen Faktor — = 1,128 grdBer als das Maximum.

N

4.2.4. Streuung

Es ergibt sich o2 = j(v-i)2 W(v)dv = %a“:
0

=

62 = }/-Jv4-e_a'vz dv —2y~V~Iv3-e_a'V2 dv +7/-172-J-v2-e_a'vz dv
0 0

4 _ 3 1 W&
= a2 L £o (S, R, R, Ip)
Jr 22 2
4 2 _ - 1
. ¥t gV g2 (S, R, 1))
R = 2
4 2 ’ 1 vz
+_.a3/2. __a—l/Z -(1_3/2'—'_ (Sr R, IO)
. I 2 2
3 _ _ _
= —. L — ! + — !
2 T a
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4.3. Verteilungq auf dem Schirm

Die Atome treten waagrecht aus einer Quelle aus. Wdahrend sie
horizontal die Strecke a bis zu einem Schirm durchlaufen,
vollfiihren sie in z-Richtung einen freien Fall.

1 . -a?
y="; 2z =—g- (A1) = z(v):i mit q:g -
At 2 V2

4.3.1. Wahrscheinlichkeitsverteilung
Fir die Formel von 1.5. wird die Umkehrfunktion benbétigt:

Va dv 1 -3/2
W) =—= = —=-=-4q-z2
\/; dz 2 \/_
= i.a3/2 ze_% l.\/g.z_?)/z
\/; Z 2

W) = W,(uz) |2
dz
gt

4.3.2. Mittelwert

. -7 2 32 [.-3/2 - .
Nach 1.5. ist z=|z-W/()dz=—F—-(ax-q)" -z e = dz. Mit

diesem Integral hat man Glick, es kann mit folgender Substitution

. . d )
gelost werden: %9 = 2 o =%9 o L _ _,.%4.
Z u? du u’
B 0 (oo Y2 " A _
Z = (a q) j( J . 9 u = _.(a.q).J.eiuz du
- u’3 b 0
- ﬂ,' m.g.aZ
z (- =2a-q =
i) \F 9 1= kr

Dieser Wert stimmt nicht mit dem zur mittleren Geschwindigkeit
g.aZ.(n'.m) _ E._

gehdrenden z Gberein: z(v) = =
2:(8:kT) 8

4.3.3. wahrscheinlichster Wert

, : . 2
Die Ableitung hat bei z,,, = —-a-¢ ihre Nullstelle:
5
aw,  2-@-@* [ 5 _gn L 4 e (o s
. _2(@q |27 4 o, A R e (A )
dz Jn z? b4 2

Der wahrscheinlichste Wert liegt nur bei 1/5 des Erwartungswerts.
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